








tada mora biti: 

NT ( )y' X~2' 1) paralelan s NR (,- ~ , 

Odavde dobijemo usporedivši koordinate gornjih vektora: 

1 2 
x2y = 3 

1 1 
xy2 = 3 ' 

koordinate tražene točke: 

( ,/3 ,fT 2 t/3) 
D= -f4",-2 f4 '3f4"' 

Jednadžba pripadne tangentne ravnine glasi: 

! ' 1). 

1 1 
-2- (X -x) + -2 (Y- y) + (Z-z) = 0, 
x y xy 

odnosno: 

z z 
-(X-x) + -(Y-y)+xyz(Z-z) = 0, 
x y 

odnosno u točki D: ,/3 
2x + y - 3 z + 6 f 4" = O. 

Drugi način (skalami). 
Točku u kojoj postavljamo tangentnu ravninu naći ćemo ovako: 

a) Ako plohu predočimo parametarskim jednadžbama: 

1 
X=x, Y=y, Z =-xy , 

tada vektori: 

N (a(Y, Z) 
T a(x, y) , 

a(z, X) 
a(x, y) , 

NR (2,1, -3) 

moraju biti paralelni (kolinearni). 

a(x, Y) ) 
a(x, y) 

'o 

b) Ako plohu napišemo pomoću implicitne jednadžbe F(x, y, z) = e,' xyz = 1, 
tada vektori: 

~ (aF aF aF) ~ 
NT ax' ay' az = N (yz, xz, xy) 
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NR (2, 1, - 3) 

moraju biti paralelni (kolinearni). 
Iz uvjeta kolinearnosti tih dvaju vektora dobije se točka (diralište), npr.: 

a (Y, Z) = 2k 
a (x, y) , 

a (Z, X) =k 
a(x,y) , 

a (X, Y) = _ 3k 
a(x,y) , 

odnosno: 

O 
1 1 

1 1 O 
x2y - x2y 

1 
=2k, 

1 
=k, = ~3k 

1 -xl - xl O O 1 

odakle se dobiju isti uvjeti za točku D kao na prvi način. 

247. Zadana je ploha S parametrizacijom: 

x = v cos u - <I> ( u ) cos u + <1>' (u) sin u 

y = v sin u - <I> (u) sin u - <1>' (u) cos u 
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z=~, 
uE[-n,n], v~O. 

Naći projekciju dužine normale od točke plohe do točke u kojoj normala 
siječe ravni"nu X O Y. 
Radimo skalarno, pa računaj mo Jakobijane: 

a (y, z) 
a (u, v) 

v cos u - <1>' sin u - <I> cos u - <1>" cos u + <1>' sin u O 

sinu 

cosu = - ,;-;:;-: (.- v + <I> + <1>"). 
V2v 

Na sličan način je: 

a(z,x)_sinu(_ ") 
~ ( ) - ln:: v + <I> + <I> 
<;J u, v r 2v 

a(x,y) = -v+<I>+<I>". 
a (u, v) 

Jednadžba normale tada glasi: 

1 

~ 



x - v cos u + ej> cos u - ej> I sin u _ .y - v sin u + ej> sin u + ej> I cos U = 

_ cos u ( _ v + G> + ej> ") - sin u ( - v + ej> + ej> "). 

V2V V2V 
Z-y2v 

-v+ej>+ej>'" 
odnosno kraće: 

X-x Y-y Z-z 
----------t 
- cos u - sin u - ~ - . 

Da bismo našli probodište Pl normale s ravninom X O Y, moramo jednadžbu 
normale napisati u parametarskom obliku: 

X=x- tcosu 

Y= Y + tsinu 

Z= z- Y2vt 

i naći takav parametar t, da bude Z = O. 
Tada je z + V2V t= O, odnosno'V2V + V2V t= O, t= -1, pa su koordinate 
točke Pl = (x + cos u, Y - sin u, O). 
Projekcija točke T na plohi je točka P2 = (x, y, O). 
Tada je tražena projekcija dužine normale dužina Pl P2 , pa je Pl P2 2 = 
= (x - x - cos U)2 + (y - y + sin U)2 = 1, dakle P l P 2 = 1. 

248. Naći tangentnu 'ravninu na plohu: 

x=u+v, y=U2 +V2 , z=u3 +v3, u,vER, 

u točki M = (3, 5, 9). 

249. Napisati jednadžbu tangentne ravnine na plohu: 

x=2u-v, y=U2 +V2 , Z=U3 -V3 , u,vER, 

u točki M = (3, 5, 7). 

250. Napisati jednadžbu tangentne ravnine i normale na plohu: 

x = u + v, y = u - v, z = uv, u, V E R, 

u točki M(u=2, v= 1). 

251. Naći tangentnu ravninu i normalu u točki M = (1, 3, 4) plohe: 

x = u, y = u2 - 2 v, z = u3 - 3 u v, • u, V E R. 

252. Zadana je ploha (kružni stožac S\ {V}): 

f={ucosv, u sin v, au}, uER, vE[0,2n:'j. 

" 

a) napisati jednadžbu tangentne ravnine i normale u proizvoljnoj točki (uo, vo); 
b) napisati jednadžbu tangentne ravnine, normale i tangente na krivulju 

u = 2 u točki (u = 2,v = ~). 
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253. Zadana je ploha: 

i={u+cosv, u-sinv, AU}, u,vER, 

i njena točka M ( u = 1, v = ~ ) . 

a) napisati jednadžbu normale ravnine i tangente na krivulje u = 1, v =~ u 

točki M; 

n 
b) naći kut između krivulja u = 1, v = '2; 
c) pokazati da tangenta u točki M na krivulju u = sin v jest ujedno i tangenta 

na krivulju u = 1 u toj istoj točki. . 

254. Na plohi: 

i={ucosv, usinv, 2Inu}, u~o, vER, 

zadana je krivulja a :I~R: u = eV : Napisati jednadžbu plohe u obliku 
F(x, y, z):: e, te pokazati da je u svakoj točki krivulje tangentna ravnina 

. plohe ujedno i oskulaciona ravnina zadane krivulje. . 

255. Kako glase jednadžbe tangentnih ravriina plohe: 

i={u, u+v, u2 +VZ}, u,vER, 

x-2 y-3 'z-l 
koje prolaze pravcem -- = -- = -- ? 

4 3 10' 

256. Ploha xyz = aZ u proizvoljnoj točki (xo, yo, zo) 

. . x y z 3 Ima tangentnu ravnmu: - + - + - = 
Xo yo Zo 

. I x - Xo Y - yo z - Zo D k . 
l norma u: --=--=--. o azah. 

YoZo XoZo xoYo 

257. Naći vektorsku i sk al arnu jednadžbu tangentne ravnine kružnog valjka: 

i= {Rcos v, Rsin v, u}, u E R, v E [0,2 n]. 

U zadacima od 258. <lo 260. napisati jednadžbe tangentnih ravnina i normala 
sljedećih ploha u danim točkama: 

258. z = x 3 + l u točki M = (1, 2, 9). 

259. XZ + / + ZZ = 169 u točki M = (3, 4, 12). 

260. X Z - 2/- 3z2 - 4 = ° u točki M = (3, 1, - 1). 

261. Napisati jednadžbu tangentne ravn,ine na pseudosferu: , 

x = a sin u cos v, Y = a sin u sin v, 

z=a(lntgi+cosu), u~o, vE[0,2n]. 
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262. Napisati jednadžbu tangentne ravnine na torus; 

x = (1 + 5 cos u) cos v, y = (1 + 5cosu)sin v 

z=5sinu,. . u, v e [0,2:n:], 

u točki M (u; v) za koju je cos u = ~, 

cosv=f, (u>o, v<~). 
263. Iz točke M na plohi: 

x=rcos<j>, y=rsin<j>, Z2= -r2+f(re4», r, <j> eR, 

f: R~ R realna funkcija, povući normalu MN do točke N, koja je probodište 
normale s ravninom X O Y. 
Naći kut između pravca ON i pravca OP, gdje je P projekcija točke M na 
ravninu XOY. 

264. Dana je ploha s:;={u,v,karctg~}, u, veR, i krivulja a:R~S:r~ 
= {a cos u, a sin u, g(u)}, k, a> 0, g (u) je realna fun~cija. Odrediti g (u) tako 
da krivulja leži na danoj plohi, a zatim pokazati da se tangentna ravnina 
plohe i oskulaciona ravnina krivulje u svim točkama poklapaju. 

. • o 

265. Dana je ploha S:;';' {v cos u, v sin u, v V2}, u, veR. 
a) Naći v kao funkciju od u za one krivUlje a:R~S na plohi S kod kojih 

tangente zatvaraju s osi OZ kut od ~. 

b) Naći onO. od tih krivulja koja prolazi točkom (1, 0, JI2). 

'o 
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